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Abstract

本稿を通じて, k は常に体とする. 本稿では, クルル次元が 3 以上の nearly Gorenstein

Stanley–Reisner環は全て Gorensteinであることを報告する. 著者のこれまでの研究とあわせ
ることで, nearly Gorenstein Stanley–Reisner環の完全な特徴づけが得られる. さらに, Cohen–

Macaulay Stanley–Reisner環 k[∆]が punctured spectrum上 Gorensteinであることは, k[∆]

が nearly Gorensteinである場合, または k[∆]の正準トレースが次数付き極大イデアルの平方
である場合に限る. 特に後者は∆が向き付け不可能ホモロジー多様体であることと同値である.

1 導入
本稿の内容はジェノバ大学のMatteo Varbaro氏との共同研究 ([10])に基づく. Cohen–Macaulay

局所環 (または次数付き環)Rの正準加群 tr(ωR)のトレースは,対応する代数多様体の非Gorenstein

軌跡を記述し [12, Lemma 6.19]または [13, Lemma 2.1] を参照), 近年「正準トレース」に関する
活発な研究を引き起こしている [4, 5, 7, 8, 13] を参照. 特に興味深いのは, 正準トレースが次数付
き極大イデアルMR を含む Cohen–Macaulay環 Rのクラスであり, これは punctured spectrum

上Gorensteinである環に含まれるクラスである. これらの環は, Herzog, Hibi, および Stamateに
よって [13]で「nearly Gorenstein環」として再導入されて以来, 様々な文脈でその性質を探求す
る多くの研究が行われ, 研究の焦点となっている ([1, 3, 6, 11, 14–18,21,22,24] を参照).

特に, 低次元の単体的複体から生じる nearly Gorenstein Stanley–Reisner環については, [20,

Section 4]で調査されている. 結論として, [20]は次の問いを提起した: 「クルル次元が 3以上の
Cohen–Macaulay Stanley–Reisner環において, nearly Gorenstein性はGorenstein性と同値か？」
本報告では, punctured spectrum上Gorensteinである Stanley–Reisner環の正準トレースを分類
する. これにより, 前述の問いに肯定的な解答を与えることが本稿の目的である.

2 準備
この節では, 主要な結果を述べるために必要な記号を準備する. 本報告全体を通じて, 非負整数の
集合を N, 整数の集合を Z と表す. さらに非負次数付きNoether環 R =

⊕
i≥0Ri に対して, 常に

R0 が体であると仮定する. この文脈において, すべての非負次数付き Noether環 R はただ一つ
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の次数付き極大イデアルMR を持ち, 次数付き正準加群 ωR を持つ. R の a-不変量を aR とする.

aR = −min{j : (ωR)j ̸= 0}である. Z-次数付き R-加群M に対して, trR(M)を次のように定義す
る: φ ∈ Hom∗

R(M,R) :=
⊕

i∈ZHomi
R(M,R) (M が有限生成なら Hom∗

R(M,R) = HomR(M,R)

であることに注意) を満たす写像 φ によるイデアル φ(M) の和である. すなわち,

trR(M) =
∑

ϕ∈Hom∗
R(M,R)

φ(M).

ここで Homi
R(M,R) = {φ ∈ HomR(M,R) : φ(Mk) ⊆ Rk+i for any k ∈ Z}. 係数環について混乱

の余地がないとき,単に tr(M)と書く. RがCohen–Macaulayであるとき, tr(ωR)は非Gorenstein

軌跡を記述することが知られている ([12, Lemma 6.19] または [13, Lemma 2.1] を参照). R が
punctured spectrum 上 Gorenstein であるとは, R の任意の次数付き素イデアル p ̸= MR に対し
て Rp がGorensteinであることを意味する. この定義はR 自体がCohen–Macaulayである必要は
ないことに注意する. 以下の 3つの定義では, R が Cohen–Macaulayであると仮定する.

Definition 2.1. R が nearly Gorenstein [13] とは, tr(ωR) ⊇ MR であることをいう. R が
punctured spectrum Spec(R) \ {MR}上Gorensteinであることは,

√
tr(ωR) ⊇ MRと同値である

([13, Lemma 2.1]). 特に nearly Gorenstein環は必ず punctured spectrum 上Gorensteinである.

以下,次数付き環の文脈でGorenstein環の最初期の一般化の一つである level環 ([25])と almost

Gorenstein(次数付き)環の定義を述べる. 本稿の最後で punctured spectrum上 Gorensteinであ
る環とこれらのクラスの関係を明らかにする.

Definition 2.2. R が level ([25]) であるとは, ωR が次数付きR加群として同じ次数からなる生成
系をもつことをいう. R が almost Gorenstein ([9, Section 10]) であるとは, R加群の次数 0の単
射 φ : R ↪→ ωR(−aR) が存在し, 余核 C := coker(φ) が (0)か, またはUlrich R-加群であることを
意味する. すなわち, C がCohen–Macaulay (この場合は自動的に成り立つ) であり, µ(C) = e(C)

である. ここで, µ(C) (または e(C))はそれぞれC の極小生成系の元の個数 (またはMR に関する
C の重複度)を表し, ωR(−aR) は R加群の構造は ωRと同じだが, その次数を−aRだけずらした
次数付きR加群である. つまり, 任意の n ∈ Z に対して [ωR(−aR)]n = [ωR]n−aR で次数が定まる.

次に, 本報告で必要となる Stanley–Reisner環に関連する用語をまとめる. S = k[x1, . . . , xn]

を n 変数の多項式環とし, 標準的な次数付け deg(xi) = 1 を備えている.

n 頂点からなる単体的複体 ∆について, Stanley–Reisnerイデアル I∆ ⊆ S は, {i1, . . . , is} /∈ ∆

を満たす単項式 xi1xi2 · · ·xis によって生成されるイデアルである. この対応は, n 頂点の単体
的複体と S の平方自由な単項式イデアルとの間の全単射を与える. 剰余環 k[∆] = S/I∆ を ∆

の Stanley–Reisner 環と呼ぶ. 単体 σ ∈ ∆ の次元を dimσ = |σ| − 1, 単体的複体 ∆ の次元を
dim∆ = max{dimσ : σ ∈ ∆} と定義する. σ ∈ ∆ が ∆ の i-face であるとは, dimσ = i であるこ
とをいう. ∆ の単体の中で包含関係で極大であるものを ファセット と呼ぶ. F(∆) を ∆ のファ
セットの集合とし, dimσ = dim∆が任意の σ ∈ F(∆)について成り立つとき, ∆は純であるとい
う. 単体的複体 ∆ が 強連結 であるとは, 任意の σ, τ ∈ F(∆) に対して, σ0, σ1, σ2, . . . , σk ∈ F(∆)

が存在し, σ0 = σ, σk = τ かつ任意の i = 1, . . . , k について dimσi ∩ σi−1 = dim∆− 1 が成り立
つことをいう. ∆ が 強連結 であるとき, 必ず ∆ は 純 である. 任意の σ ∈ ∆ に対して, その star,



costar および link を以下の単体的複体として定義する:

st∆σ = {τ ∈ ∆ : τ ∪ σ ∈ ∆},

cost∆σ = {τ ∈ ∆ : τ ̸⊇ σ},

lk∆σ = {τ ∈ ∆ : τ ∪ σ ∈ ∆ and τ ∩ σ = ∅}.

lk∆σ = st∆σ∩ cost∆σ であることに注意する. ∆ の単体 τ ∈ ∆ が 錐 であるとは, 任意のファセッ
ト σ ∈ F(∆) に対して τ ∈ σ であることをいう. 単体的複体 ∆ が 正規 であるとは, dim∆ ≥ 1

の任意の i-face σ に対して lk∆σ が連結であることを意味する. dim ∅ = −1 および lk∆∅ = ∆ で
あるため, 次元が少なくとも 1の正規単体的複体は連結である. d = dim(∆)とおく.

• ∆が k-ホモロジー球面 であるとは, 任意の σ ∈ ∆ に対して,

H̃i(lk∆(σ), k) =

k, if i = dim(lk∆(σ)),

0, otherwise.
− (∗)

• ∆が境界を持たない k-ホモロジー多様体 であるとは, ∆ が連結であり, 任意の σ ∈ ∆ で
σ ̸= ∅ のとき (∗) が成り立つことをいう.

• ∆が疑多様体 であるとは, ∆が強連結 で, 任意の (d− 1)-face がちょうど 2つのファセット
に含まれることをいう (これは σ が ∆ のファセットのとき (*) が成り立つことを意味する).

任意の単体的複体 ∆ に対して, Hochster の古典的な定理により, k[∆] がGorensteinであるのは,

∆を錐でない頂点全体の集合W に制限して得られる単体的複体∆W が k-ホモロジー球面 である
ことと同値である (例えば [2, Theorem 5.6.1] を参照). 最後に, d 次元の疑多様体 ∆ が orientable

であるとは, Hd(∆;Z) ̸= 0 であり, k-向き付け可能 であるとは, Hd(∆; k) ̸= 0 であるという.

3 主結果
次が本稿の 1つ目の主結果である.

Theorem A. ∆を単体的複体, R = k[∆]を∆の Stanley–Reisner環とし, RはCohen–Macaulay

であるとする. 以下が正しい:

(X) Rが punctured spectrum上Gorensteinである⇔ ある i ∈ {0, 1, 2}に対して tr(ωR) = Mi
R.

(Y) 以下の条件は同値である:

(1) tr(ωR) = MR, 即ち, Rは nearly GorensteinだがGorensteinでない;

(2) ∆は n ≥ 3個からなる離散点の集合または長さ n ≥ 3の pathと同型である.

(Z) 以下の条件は同値である:

(1) tr(ωR) = M2
R;

(2) ∆は k-向き付け不可能な k-ホモロジー多様体である.



この結果は [20]で提起された問いに対して肯定的な解答を与える. 即ち, 次が正しい.

Corollary 3.1. 3次元以上の nearly Gorenstein Stanley–Reisner環は全てGorensteinである.

Almost Gorenstein環のクラス ([9])と nearly Gorenstein環のクラスとの関係性については,

[19,20,23]などで研究されている. 例えば,標準的次数付きアフィン半群環のとき, nearly Gorenstein

環と almost Gorenstein環の交わりは, 非 Gorenstein環をごく一部しか含まないことが示されて
いる ([19, Theorem 6.1] を参照). この洞察を基に Stanley–Reisner環を考えると, 同様の現象が生
じることを解明した. 次が本稿の 2つ目の主結果である.

Theorem B. 以下の命題が成り立つ:

(X) Punctured spectrum上Gorensteinである Stanley–Reisner環は全て levelである.

(Y) ∆ を単体的複体とする. R = k[∆] を Cohen–Macaulay だが Gorenstein でない Stanley–

Reisner環とする. このとき, 以下の条件は同値である:

(1) Rは punctured spectrum上Gorensteinであり, かつ almost Gorensteinである;

(2) Rは nearly Gorensteinであり, かつ almost Gorensteinである;

(3) Rは nearly Gorensteinである;

(4) ∆は n ≥ 3個からなる離散点の集合または長さ n ≥ 3の pathと同型である.
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